Roéwnania rézniczkowe drugiego rzedu sprowadzalne do réwnan pierwszego rzedu.

Zostang omowione tylko niektére wybrane typy takich rownan.

A. Réwnanie typu F(z,y,y") =0 (1)
(zauwazmy, ze nie wystepuje funkcja niewiadoma y).

Za pomoca podstawienia ' = u wprowadzamy nowa funkcje niewiadoma u(x).

Mamy stad y” = v/, skad wynika, ze rozwiazanie rozpatrywanego réwnania (1) mozna sprowadzi¢ do
rozwigzywania roéwnania:

F(x,u,u") =0 (2).

Niech caltka ogélna réwnania (2) ma postaé: ¢(z,u,Cy) =0

Uwzgledniajac, ze iy = u otrzymujemy réwnanie rézniczkowe pierwszego rzedu:
o(z,y',C1) =0 (3) z funkcja niewiadoma y(x).

Rozwiazujac réwnanie (3) otrzymamy catke ogdlna rownania (1). W tej calce wystapi oprécz stalej
(1 jeszcze jedna stata Cs.

Przyktad 1
Zmalez¢ catke szczegdlng réwnania rozniczkowego:

y' =y Iny (4)

spehiajaca warunek poczatkowy y(0) =21 y/(0) = 1.

Wprowadzamy nowa funkcje niewiadoma u(x) za pomoca podstawienia:
y' = u(x) (5)

W ten sposdb rozwiazywanie réwnania (4) sprowadzimy do rozwiazywania réwnania pierwszego rze-

du:
v =u-Inu (6).

Catka ogdlna eéwnania (6) ma posta¢ Inu = C - e*

du

u-lnu

=dx

(bo ' = wu - Inu skad OTZ =wu-Inu albo

wiec /

Dalej otrzymujemy In(C' - Inu) = x

%du
Inwu

= /dx stad In(lnu) +InC =z

Z powyzszego mamy e* = C' - Inwu czyli Inu = ol Cy-e")

Wobec (5) mamy Iny’ = Ce”.



Korzystajac z drugiego warunku poczatkowego znajdujemy C; = 0.

Zatem y' = e = 1 z czego otrzymujemy y = x + Cb.

Korzystajac z pierwszego warunku poczatkowego mamy dla z =0 2 = y(0) = 0 4+ Cy czyli Cy = 2.
Ostatecznie:

y = = + 2 jest szczegdlna catka réwnania rézniczkowego réwnania (4) przy podanych warunkach
poczatkowych.

B. Réwnania typu F(y,y',y") =0 (7)

W réwnaniu tego typu nie wystepuje zmienna niezalezna x. W réwnaniu (7) bedziemy traktowaé y ja-
ko zmienna niezalezng nowej niewiadomej funkcji u(y), ktéra wprowadzimy za pomoca podstawienia:

Y =u(y) (8)

Otrzymamy zatem y"” = u'(y)-y' = u'-u. Wynika stad, ze mozna sprowadzi¢ rozwiazywanie réwnania
(7) do rozwiazywania réwnania :

F(y,u,,u-u")=0 (9)

Niech ¢(y, u, C7) = 0 bedzie catka ogdlna rownania (9). W calce tej oprocz statej C7 wystapi jeszcze
druga stata Cj.

Przyktad 2
Zmalez¢ catke ogdélng rownania rézniczkowego:

L+ (y)? = 2yy" (10)
Wprowadzajac nowa funkcje niewiadoma v = u(y) za pomoca podstawienia (8) mamy tez:
! !,/ /

y' =u'y =uu

Otrzymujemy zatem réwnanie pierwszego rzedu:

yun’ = 14 u? (11)

’ ’ . ’ 2 2 du
Calka ogélna rownania (11) ma postaé¢ 1+ u” = Ciy, bo 1 + u* = 2yud—

Y
2 d
Dalej 1 = v Y- o Stad po podzieleniu przez y mamy:
1+ u? dy

I 2u  du
y  1+u? dy

.. dy  2udu
Po pomnozeniu przez dy mamy — = ———
Y 1+u

Po scatkowaniu otrzymujemy Iny = In(1 + u?) +In C czyli Iny = In O(1 4 u?)

1
Stad y = C(1 +u?) lub 1 +u® = Cyy, gdzie: (C; = 6)



Wobec (8) mamy (3/)? = Ciy — 1, bo z 1 +u? = Cy wynika, ze u?> = Cyy — 1.

Ale poniewaz 3 = u wige (y')? = u?.

Otrzymujemy 3y’ = +,/Cy — 1.

Po scatkowaniu ostatniej réwnosci otrzymamy catke ogdlng réwnania (10) postaci:

G 5 1
Yy = 4(02j:x) —1—01

Roéwnania rézniczkowe drugiego rzedu o statych wspotezynnikach

Definicja 1
Roéwnanie rozniczkowe postaci:

y' +py +qy=0 (12)

gdzie: p i ¢ sa danymi liczbami rzeczywistymi
nazywamy jednorodnym réwnaniem rézniczkowym liniowym drugiego rzedu o statych wspotezynnikach.

Rozwiazania réwnania (12) poszukujemy w postaci funkcji wykltadniczej:
y=e" (13)

gdzie: liczba r jest liczba niewiadoma, ktéra postaramy sie tak dobraé, aby funkcja (13) spetniata
réwnanie (12).

Poniewaz ' = re™ oraz y” = r’e"™ wiec funkcja (13) spelia réwnanie (12) wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba r jest pierwiastkiem réwnania kwadratowego:

P +prd+q=0 (14)

Roéwnanie (14) nazywa sie réwnaniem charakterystycznym dla réwnania (12)

Uwaga
Po podstawieniu ¢/ = re™ i 3" = r?e"™ i y = €"* do réwnania (12) otrzymujemy:

TQ'BTI—f—p'TGm:—I—Q'@Tm:O

Po wytaczeniu e przed nawias otrzymamy:

e (r* +pr+q) =0 *)

Poniewaz €™ > 0 dla dowolnego r i = wiec aby réwnanie (*) bylo spelnione to spelnione musi byé¢:
P +prd+q=0

Rozpatrzymy przypadki mozliwych rozwiazan réwnania (12)

A. Przypadek A = p? —4¢q > 0

Réwnanie (14) ma wtedy dwa rézne pierwiastki rzeczywiste ry i ro.



Funkcje yi(x) = €™ 1 yo(x) = ™" sg wiec rozwiazaniami réwnania (12).

Wzér y = C1-e"* + Cy - e™"przedstawia zatem rozwiazanie ogblne réwnania (12).

Przyktad 3 Znalez¢ rozwiazanie ogélne roéwnania:

y" +5y +4y -0 (15)

Roéwnanie charakterystyczne jest postaci: 72 + 5r +4 = 0. Zatem A = 9 wiec r; = —1 oraz ry = —4.
Ostatecznie y = Cre™* + Cye™** jest calky ogdlna réwnania (15).

B. Przypadek A =p? —4¢g =0

Roéwnanie charakterystyczne ma w tym przypadku dwa rowne co do wartosci pierwiastki rzeczywisteo

wartodci ro = 7]9 (czasem mowi sie ze w tej sytuacji jest jeden pierwiastek podwojny).

Dysponujemy wiec dopiero jedna calka szczegdlng y; = e™%.
Zauwazmy, ze y = Ce™" jest takze catka tego réwnania dla kazdej wartosci statej C'.

Catke ogdlna réwnania (12) znajdujemy metoda uzmienniania statej. W tym celu szukamy rozwia-
zania rownania (12) w postaci:

y=C(x)- e (16)
gdzie: C(x) jest chwilowo nieznana funkcja.
Stad:

y =C'"(z) e+ C(x) 19 - €
y" = C"(z) - €% + 2ry - C'(x) - €0 72 . C(x) - e70® (17)

Podstawiajac prawe strony wzoréw (16) i (17) do réwnania (12) a nastepnie dzielac je obustronnie
przez e otrzymamy:

C"(x) + (2rg +p) - C'(x) + (r§ + pro+¢q) - C(z) =0

Poniewaz ry jest pierwiastkiem podwdjnym réwnania 72 + pr +q = 0

wiec 2rg + p = 0 oraz 12 + pro + q = 0.

Wiynika z tego, ze C"(z) = 0 dla kazdego .

Czyli po dwukrotnym scatkowaniu C'(x) = Cy - x + Cs

Funkcja y = (C} - + Cy) - €% spehia zatem rownanie (12) dla wszystkich wartosci statych C i Cs.

W szczegolnoscei dla €7 =11 Cy = 0. Czyli funkcja yo = x - €7 jest catka tego réwnania.
Zatem y; = €'°% oraz ys = x - €’° sa catkami réwnania (12)

Ostatecznie rozwigzaniem ogdélnym réwnania (12) w przypadku A = 0 jest:



y=(Cr-z+Cy)-e™® (18)

Przyktad 4 Znalez¢ rozwigzanie ogdlne réwnania:

y'+4y +4y =0 (19)

Réwnanie charakterystyczne ma postaé r? + 4r + 4 = 0. Pierwiastkiem podwdjnym jest 79 = —2.
Zatem na podstawie wzoru (18) mamy catke ogdlna réwnania (19) postaci:
y=(Cr-x+Cy)-e >

C. Przypadek A = p? —4g < 0

Roéwnanie charakterystyczne ma w tym przypadku dw rozne pierwiastki zespolone sprzezone:
rm=a-+i-forazro=a—1-0

Funkcje zespolone zmiennej rzeczywistej postaci:
yi(z) = el 0% orag i (x) = e g5 wiec catkami réwnania (12)
Na podstawie wzoru Eulera: ¢’ = cos ¢ + i - sin ¢ mamy:
yi(z) = e . €% = e . (cos B + i - sin fz) = €% cos Bz + 1 - €*T sin f
Zatem yi(x) = e sin Bz oraz ys(x) = e™* cos fz sa takze catkami réwnania (12).
Funkcja y = e**(C} sin Sz + Cy cos fz) jest catka ogdlna réwnania (12).
Przyktad 5 Rozwiaza¢ réwnanie rézniczkowe:
v'+9y +y=0 (20)
Réwnanie charakterystyczne jest postaci 72 4+7+1=0
A=1-4=-3 VA=i-V3
1 V3 1 V3
2

Wiec pierwiastkami sa: r; = 5~ x > oraz ro = 5 + -

Zatem

x> oraz ys(z) = e(_%_iéx)

yi (2) =6<

Wykorzystujac wzoér Eulera otrzymujemy:

|8

. T Y IR e V3
yi(r) =e 2. e"2% =¢72 COST$+’L'7ZL‘ =e 2-0087x—1—2~6

V3 - V3
2

Zatem 1 (z) = e~ 2 - sin — @ oraz yo(z) = €72 - cos

-sin —x
2

x stanowig ukltad catek podstawowych dla

rownania (20).



Wiec caltka ogdlna réwnania (20) jest postaci:

y=e€

(NG

3 3
C sin ix + C5 cos ix .
2 2
Definicja 2 (Uktad podstawowy catek réwnania rézniczkowego)

Dwie calki y; () 1 y2(2) rownania rézniczkowego " +p(z)y' +q(z)y = 0 w przedziale (a,b) nazywamy
uktadem podstawowym catek tego réwnania jezeli:

ni(x) ya(z)
vi(z) ys(x)

Powyzszy wyznacznik nazywamy wronskianem. Pojecie wprowadzil Jézef Maria Wronski (1778 -
1853).

W(zx) =

# 0 dla kazdego = € (a,b)

Twierdzenie 1

Jezeli funkcja W = W (z) + iV (z) jest catka réwnania y” + p(z)y’ + q(z)y = 0 z rzeczywistymi
wspétezynnikami p(x) i g(z) w przedziale (a,b), to jej czes¢ rzeczywista W(x) i cze$é urojona V(z)
sa takze catkami tego réwnania w przedziale (a, b).



